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K.FRAEDRICH

Das Lorenz-Modell: Ein Paradigma fir Wetter und

Vorhersagbarkeit

1 EINFUHRUNG

Es gibt immer wieder bemerkenswerte Arbeiten, die das 'Weltbild' der Meteorologie besonders beeinflussen und die
deshalb zum Repertoire von Vorlesungszyklen gehtren. Dazu zéhlen Rossby's (1939) Untersuchung tiber die freien
planetarischen Wellen, Chamey’s und Eady's Veroffentlichungen (1947 bzw. 1949) zur baroklinen Instabilitit von
langen Zyklonen-Wellen, und schlielich auch Lorenz's (1963) Arbeit iiber das chaotische Verhalten einfacher kon-
vektiver Stromungen. Die Analyse dieses Lorenz-Modells hat zu konzeptionellen Vorstellungen iiber die Komplexitit
von Wetter und Klima gefithrt und Untersuchungen auf dem Gebiet der chaotischen Dynamik sowie der
Vorhersagbarkeit angeregt, die weit tiber die Fachrichtung Meteorologie hinausgehen. Hier soll das Lorenz-Modell
dazu dienen, unterschiedliche Aspekte der Dynamik darzustellen:

* In einer Modell-Hierarchie sind Systeme vom Typ des Lorenz-Modells eine wichtige Station auf dem Weg, der von
der Beschreibung eines beobachteten Phianomens zu dessen Simulation, Prognose und zum Versténdnis fithren soll;
hier ist die Rollen-Konvektion das Beispiel. Dieser Weg beginnt bei konzeptionellen Anséitzen oder Gedanken-Experi-
menten, geht weiter zur linearen Analyse und zu den Instabilitits-Betrachtungen. Er setzt sich fort tiber nichtlineare
niedrig-dimensionale (low order) Modelle und endet bei immer komplexer werdenden numerischen Simulationen.
Hierin eingeschlossen ist auch das Problem der Vorhersagbarkeit.

* In einem Aufbau der dynamischen Meteorologie kann man mit der Analyse des Lorenz-Modells die Einfithrung der
Boussinesq-Approximation zur Beschreibung konvektiver Stromungen verbinden, dhnlich wie die Flachwasser-Glei-
chungen zur Analyse freier Wellen der grofrdumigen planetarischen Skala abgeleitet werden oder das quasi-geostro-
phischen System zur Beschreibung von Zyklonen und barokliner Instabilitéit in synoptischem Maf3stab samt Lorenz
Energie-Zyklus.
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* Bei den Methoden mul3 der Spektral-Ansatz erldutert werden. Die geometrischen Vorstellungen von Phasenraum und
den entsprechenden physikalisch-meteorologischen Feldern lassen sich so leicht einfithren. Hinzu kommt, daf3 dieser
Ansatz auch in vielen Modellen der numerischen Wetterprognose (NWP) benutzt wird. Weitere Untersuchungen tiber
die Dynamik im Phasenraum verwenden die bekannten Verfahren der linearen Algebra, der Systeme gewohnlicher
Differential-Gleichungen und die Ansétze zur Beschreibung kinematischer Stromungsfelder.

Danach beginnt die Analyse des Lorenz-Modells mit Stabilitéitsuntersuchungen, lokal im Phasen-Raum und mit Hilfe
von globalen Maflen. Externe Stabilitits-analyse zeigt einen der Wege ins Chaos; er wird von Regime- und
Bifurkations-Diagrammen begleitet. Interne Instabilititen fithren zum Vorhersagbarkeits-Problem; numerische
Vorhersagbarkeitsexperimente beschreiben die sensitive Abhéngigkeit des Systems von Anfangsbedingungen und
damit Chaos. Der Lorenz-Attraktor wie auch viele andere einfache Systeme zeigen Falten und Strecken wie der Brot-



Teig, wenn er vom Bécker ‘transformiert” wird. Diese dynamische Vielfalt soll am Beispiel des Lorenz-Systems
dargestellt werden. Die physikalischen Prozesse, die das Phianomen der Konvektion, der Wolken- und Nieder-
schlagsbildung und deren raumlichen Organisation beschreiben, sind in der Natur jedoch erheblich komplexer als dal3
sie mit der extrem simplifizierenden Dynamik eines Modells vom Lorenz-Typ beschrieben werden kénnen. Trotz (oder
gerade wegen) dieser Realititsferne hat der Entwurf des Lorenz-Modells und die Analyse des die Dynamik charakteri-
sierenden Lorenz-Attraktors zu Konzepten tber die komplexen Strukturen und den Approximationsgrad von Wetter
und Klima und deren Vorhersagbarkeit gefithrt. Nach dem Modell-Bau (konzeptionelles Modell, lineares und nicht-
lineares Systemn; Sektion 2) wird die Dynamik im Phasenraum dargestellt und analysiert (Sektion 3 und 4), wo externe
und interne Stabilititsanalysen den Weg ins Chaos bzw. Probleme der Vorhersagbarkeit aufzeigen. Der Kreis schliefit
sich dadurch, daB die Dynamik auf dem Lorenz-Attraktor ein Konzept fir Vorhersagbarkeitsanalysen liefert.

2 VOM KONZEPTIONELLEN ZUM NICHTLINEAREN MODELL: MODELL-HIERARCHIE UND -BAU

Eine Modell-Hierarchie beginnt bei konzeptionellen Ansitzen oder Gedanken-Experimenten, geht weiter zu den
linearen Systemen und Instabilitits-Analysen, setzt sich fort iiber nichtlineare low-order Modelle und endet schliefilich
bei numerischen Experimenten auf der Basis des nahezu vollstandigen Gleichungssystems. Am Beispiel der Rollen-
Konvektion soll eine solche Modell-Hierarchie bis zum Lorenz-System dargestellt werden, um dort strukturelle und
interne Stabilitit, Chaos und Vorhersagbarkeit zu diskutieren.

2.1 KONZEPTIONELLES MODELL

Der Konvektionsproze3 in einer Flussigkeit zwischen zwei unterschiedlich warmen horizontalen Platten kann
konzeptionell beschrieben werden (z.B. Argyris, Faust und Haase, 1995): Obere und untere Platte haben den Abstand
H und konstante Temperaturen, T-A T und T,. Ein Fluid-Element (oder Partikel) mit Radius r wird von der unteren
Platte mit konstanter Geschwindigkeit w~H/t aufwirts bewegt, dabei legt es in der Zeit T den Weg H zuriick (FIGUR-
1). An dieser Bewegung wirken Aufiriebskraft, A, und Reibungskraft, F, wobei Reibung dem Stokesschen Gesetz folgt
(kinematische Viskositit, v); in den Aufiriebsterm geht die thermische Expansion, a=1/T,, aus der Zustandsgleichung
fir Fluide ein:

F~povriwl A~(p.-pyer’ ~ po(edT)gr.

Bei dieser Verlagerung wird die Temperatur-Anomalie, 8T, des Fluid-Elements zum einen bestimmt vom
Wirmeaustausch durch seine Oberfliche, ~12; sie hingt somit von der Temperatur/Wirme-Leitfahigkeit k (in m%s) ab.
Dieser Temperatur-Austausch wirkt mit einer thermischen Relaxationszeit, Ty,,~1/k, nach der die Partikel-Tempe-
ratur durch Warmeleitung beeinflult wird. AuBBerdem héngt die Temperatur-Anomalie des Elements von der vertikalen
Verlagerung ab. Nach einer solchen dynamischen Zeitskala t,,~H/w befindet sich das Fluid-Element (mit seiner
Temperatur T, von der unteren Platte) in einer anderen Umgebung, die vom vertikalen Temperatur-Gradienten
zwischen den Platten,, A T/H, vorgegeben ist. Sind beide Zeitskalen gleich, Tyem~ Tayn~ T:

8T ~ |AT/Hw T ~ |AT/Hw r¥x.

Dann kann sich die urspriingliche Temperatur des Elements auf dem Weg von der unteren zur oberen Platte durch
Wirmeleitung abbauen. Ist auflerdem bei dieser Verlagerung der Auftrieb grofer als die Reibung, dann hat das Fluid-

z=H — To -AT
A
F
z=0 ~ T,

FIGUR-1: Schematische Darstellung zur thermischen Konvektion und Rayleigh-Zahl; die vertikale Verlagerung
verbindet die Zeit fiir den zuriickgelegten Weg H (oder die Geschwindigkeit) mit dem thermischen Gedachtnis des
Elements Warmeleitung.
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Element diese konvektive Bewegung und damit den Wirmetransport selbst durchfuhren konnen. Das diesen
konvektiven Prozef global charakterisierende Verhiltnis von Auftrieb zu Reibung, Ra=A/F, fithrt zur Rayleigh-Zahl,

Ra, als einen dimensionslosen Parameter:
Ra~gar|ATH|/vk ~ gaH*AT/vk

mit dem Radius des grotmoglichen Elements, r~H. Ist die Rayleigh-Zahl klein, tiberwiegt also Reibung, so hat der
vertikale Wirmetransport nicht durch Konvektion sondern durch Konduktion zu erfolgen. Systematische Zunahme der
Rayleigh-Zahl fuhrt bei einem kritischen Wert, Ra_, jedoch zu einem Umschlag von Warmeleitung in Konvektion und
damit zu einer qualitativen oder strukturellen Anderung des Prozesses.

Ein solches Konzept-Modell ist nicht ausreichend, quantitative Aussagen tber die geometrischen Strukturen der
Konvektion abzuleiten, ebensowenig zu ermitteln, bei welcher minimalen Parameter-Anregung oder Temperatur-
Differenz (kritische Rayleigh-Zahl) die Konduktion in konvektive Stromung umschlégt. Das ermoglicht erst das lineare
Modell und die Stabilititsanalyse eines durch kleine Anderungen gestorten sonst aber bewegungsfreien
Grundzustandes. Dem linearen Modell liegt die dem Konvektions-Phidnomen entsprechende Boussinesq-Approxi-
mation der hydro-thermodynamischen Grundgleichungen - eigentlich nach vorausgegangener Skalen-Analyse -

zugrunde.

2.2 BOUSSINESQ-APPROXIMATION

Das konzeptionelle Modell zeigt, dal Aufirieb, Wérmeleitung und Reibung die wesentlichen an der Rayleigh-Benard
Konvektion beteiligten Prozesse sind. Dem entspricht die Boussinesq-Approximation der hydro-thermodynamischen
Grundgleichungen, die zur Beschreibung flacher Konvektionsstromungen hergeleitet wurde. Aber auch bei einfachen
Modellen von Strémungen gréflerer Skalen wird sie (in hydrostatischer Approximation) haufiger verwendet: zum
Beispiel bei der Untersuchung langer synoptischer Wellen (barokline Instabilitit und Eady-Modell) und auf planeta-
rischer Skala. Die Boussinesq-Approximation besteht formal in folgendem (siehe z.B. Lindzen 1990): Die thermodyna-
mischen Grofen werden um einen Referenz-Zustand (Index 'o': hydrostatisch, adiabatisch geschichtet und in Ruhe)
linear entwickelt ()*. Weiter ist die Stromung inkompressibel, die temperaturabhéngige Dichte ist nur im Aufiriebsterm
wirksam und sonst konstant, und die Zustandsgleichung vereinfacht sich, da p*/p, << p*/p,, T*/T,:

BEWEGUNGSGLG: dv/dt =-V(p*/p,) -kg(p*/p,) +F )
1. HAUPTSATZ: dT*/dt = kV2T*

KONTINUITAT: div v =0

ZUSTANDSGLG: p=po(1-a(T-T,)).

Dabei sind der vertikale Einheitsvektor k, die Reibung F=vV?v und die Geschwindigkeit v=(u,v,w); weitere Konstanten
des Systems sind Schwerebeschleunigung g, thermische Expansion a=1/T,, kinematische Viskositit v und thermische
Leitfshigkeit x. Mit der thermischen Expansion a=1/T, wird die Zustandsgleichung p*/p,=-T*/T,. Beruicksichtigt man
die Dichtevariationen des Referenz-Zustandes, p,=p,(z), erhilt man als Kontinuitatsgleichung divp,v=0, und damit
die anelastische Approximation.

2.3 LINEARISIERUNG UND RAYLEIGH-BENARD INSTABILITAT

Zur Vereinfachung der Dynamik werden nur Konvektions-Rollen parallel zur y-Richtung zugelassen; das heif3t, die
Bewegung ist y-unabhingig (6/0y=0) und erscheint in der (x,z)-Ebene mit der Geschwindigkeit v=(u,w). Die Strémung
des Fluids wird von der horizontalen Komponente der Vorticity {=j.(Vxv)=w,-u, beschrieben. Sie ergibt sich aus den
Bewegungsgleichungen unter Verwendung der Stromfunktion ¢ mit (u,w)=(-{,,{s,) und der 2-dimensionalen Kon-
tinuitédtsgleichung, V.v=u+w,=0, so daB {=V?{=y; +{; . Hinzu kommt der erste Hauptsatz. So ergibt sich ein
dynamisches System, das #hnlich der quasi-geostrophischen Approximation, den Konvektions-Prozef3 durch Vorticity-
und thermische Energie-Gleichung beschreibt:

VORTICITY: PR DG = J(Y,VY) + ga 90/0x + vy Q)
1.HAUPTSATZ: 90/ot = J(§,0) HA T/H)OY/ox +kV?0.



Dabei ist 0=T* die Temperaturabweichung vom Vertikalprofil T,-(A T/H)z mit dem Gradienten A T/H. Die einzige
Nichtlinearitit des Systems liegt in der Advektion; sie wird vom Jacobi-Operator J beziiglich x und z, J(§,0)= ¢,0,-
.0, beschrieben. So tritt Temperatur Advektion auf, wenn sich die y-Stromlinien mit den 0-Isolinien schneiden, da
J(P,0) = veVO = (u,W)eVO = (jxV{)eVO = je(VxVO), das gleiche gilt fur die Vorticity-Advektion. Der iibliche
Ansatz kleiner Storungen ()' eines Grundzustandes []: 6=[0]+0', y=[y]+y', wird (i) in die Boussinesq-Gleichungen
eingesetzt, (ii) die Gleichungen fir den Grundzustand (Hydrostasie und Ruhe), [p*/p,]/6z=g[6/T,] und [v]=0, werden
subtrahiert und (iii) nichtlineare Terme oder Advektion, J, vernachlassigt:

VORTICITY: (016t - VVAIVRY' = +ga 90'/0x 3)
1. HAUPTSATZ: {(0/6t-xV2}0' = +HAT/H)IY'/ox.

Nach Einfiihrung dimensionsloser Variabler, (x,z)/{H}, t/{H*x}, 8'/{A T}, y'/x mit der Prandtl-Zahl o=v/k, und nach
Eliminierung der Temperatur 8' schreibt sich das linearisierte System in Form einer partiellen Differentialgleichung 6.
Ordnung in x und z und 2. Ordnung in t (Schwingungsgleichung):

{6/0t - V2} {07'3/6t -V2} VA’ = +Ray' . (3a)

Die Rayleigh-Zahl Ra=a gH*A T/vk oder Temperatur-Differenz A T ist die parametrische Anregung; ihre systematische
Zunahme fihrt zur Rayleigh-Benard Instabilit4t. Quantitative Aussagen tiber die Instabilitéit des Systems liefert der
iibliche Wellenansatz mit §'(x,z,t)=ReZ, ¥, (z)exp{S(K)t}exp(ikx). Er fithrt auch zur allgemeinen Losung, da (aber
alle k summiert) alle y' Konfigurationen reprasentiert werden; dabei sind k und ¥, die horizontale Wellenzahl und die
komplexen Fourier-Amplituden; S(k)=s(k)+iw (k) ist die komplexe Phasenfunktion; ihr Realteil Re(S)=s(k), definiert
die Wachstumsrate der Amplitude der ‘zonalen’ Partialwelle k, der Imaginar-Teil ist proportional zur Phasengeschwin-
digkeit, w(k)/k. Wegen der Linearitit 148t sich Stabilitéit getrennt fur jede Partialwelle aus der allgemeinen Losung
ermitteln. Das liefert eine Differentialgleichung 6. Ordnung in z mit sechs Randbedingungen unten,oben (z=0,1):

(d¥dz2 -S(k) -k)(d¥dz? -S(k) o™ -k?)(d%/dz? k) ¥ (2)=-Ra(k)* P (2). (3b)

RANDWERTPROBLEM: An einem "freien" Rand verschwinden Vertikalgeschwindigkeit und tangentiale
Schubspannung: Mit w=y' =0 folgt {'=const=0, mit u,=-}',=0 folgt V*{'=0, so daB y'=d*y'/dz*=d*y'/dz*=0 etc. An
einem "festen" (no-slip) Rand verschwinden Vertikalbewegung und Tangentialgeschwindigkeit: §'=0, u=-{',=0. Am
oberen und unteren Rand, sei er "frei" oder "fest", wird auflerdem die Temperatur konstant gehalten: 0'=0; damit sind
an den Réndern auch J(§', V*{y")=J({',0")=0. Das Rayleigh-Bénard-Problem ist am einfachsten zu behandeln bei freien
Rindern oben und unten, obwohl dies nicht besonders realistisch ist.

Bei freiem Rand vereinfacht sich der Losungs-Ansatz zu ¥, (z,m)=sin(mnz) fiir alle k. Die vertikalen Wellenzahlen
m=1,... bzw. Wellenlidngen 21 (2H)..., filhren zu quadratischen Eigenwert-Gleichungen in S(k;Ra,0):

(m?n2+S(k) +k)(m’n2+S(k)o! + k?)(m?n2+k?) = k’Ra. (&9)

Ra
N

N
~

FIGUR-2: Neutrale Kurve (marginal stabil) im (Ra(m=1),S(k))-Diagramm.
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Nichttriviale Losungen des Randwert-Problems heiflen Eigenlosungen mit den Eigenwerten S(k). Fur vorgegebene
externe Parameter (Ra,0) ist eine beliebige Storung stabil, wenn fiir alle ihre Partial-Wellen die Realteile der
Eigenwerte Re(S)=s(k)<O sind, und instabil, wenn fiir eine der Partial-Wellen s(k)>0 ist. Das fithrt zum Ziel der
Stabilitats-Analyse, die geometrische Struktur der Konvektions-Zelle zu identifizieren, die bei minimaler Parameter-
Anregung Ra instabil wird und die dazugehoérende kritische Rayleigh-Zahl.

KRITISCHER PUNKT: Neutrale Stabilitit oder s(k)=0 beschreibt Zustinde auf einer Hyperfliche, die Stabilitat von
Instabilitét im Parameter-Wellenzahl-Raum trennt: Ra(m,k)=(m?n>+k?)*/|k[*>. Auf der Hyperflache ist die kritische Ray-
leigh-Zahl Ra_ als ein Minimum definiert, das die Instabilitit (von mindestens einer Partialwelle mit s(k)>0, falls
Ra>Ra,) von der Stabilitit aller Partialwellen (mit s(k)<0, falls Ra<Ra ) trennt. Da Ra(m=1,k) < Ra(m=2k) <...,
braucht nur noch die kleinste Rayleigh-Zahl

Ra(m=1k) = (n?+ KK,

die zur vertikalen Wellenzahl m=1 oder Wellenldnge 2H gehort, beziiglich der horizontalen Wellenzahl k minimiert
zu werden: d{Ra(m=1k)}/dk=0. Diese Bedingung (FIGUR-2) fithrt zu der (zu m=1 gehorenden) kritischen
horizontalen ~Wellenzahl k=n/V2 oder Wellenlinge L=(n/k)H, der kritischen Rayleigh-Zahl
Ra=mn*(1+a?)’/a=27n*/4 = 675.5, und zum Hohen/Breiten- oder Aspekt-Verhaltnis a=2H/L=1/v2. Andere Randbe-
dingungen modifizieren das Ergebnis (Tabelle).

TABELLE: Kritische Rayleigh-Zahl und Wellenzahl abhéngig von Bedingungen am oberen/unteren Rand.

RAND frev/frei fest/fest fest/frei
Ra, 657.5 1708 1101
k 2.2 3.12 2.68

C

24 LINEARE STABILITATS-ANALYSE IM PHASENRAUM

Eine vertikale und eine zonale Wellenzahl, (m=1k,), kennzeichnen die geometrische Struktur der bei minimaler
Parameter-Anregung Ra, (kritischer Rayleigh-Zahl) entstehenden instabilen Konvektions-Zelle (FIGUR-3). Beide
Wellenzahlen sind durch das Aspektverhiltnis a miteinander verbunden. Damit wird die Dynamik von §'(x,z;t),0'(x,z;t)
des linearen konvektiven Fluids von einem Stromfunktion- und Temperatur-Mode beschrieben:

STROMFUNKTION- UND TEMPERATUR-MODE: ¥, =¥,(HF,(1,1) und 0, =6,(t)F,(1,1)

mit den entsprechenden (nicht normierten) rdumlichen Eigenfunktionen F(k,m): F (1,1) =sin(max/H)sin(nz/H) und
F,(1,1) =cos(nax/H)sin(nz/H) in der (x,z)-Ebene. Die Eigenfunktionen haben je ein Extremum im Zentrum der
Stromlinien-Rolle (Vorticity) sowie der um %27 in x-Richtung phasenverschobenen Temperatur-Zelle (siche 3b). Zeitli-
che Anderungen aller Moden-Amplituden sind im linearen System gleich; bei Instabilitit wachsen sie exponentiell an,
P,(6),8,(t)=[¥,,8,]exp{s(k)t}. Wird der so auf eine Mode beschréinkte Reihen-Ansatz fur ¢'=¢,+... und 6'=6,+...,
in die lineare Vorticity- und thermische Energie-Gleichung (3b, mit V?=(1+a?)(n/H)?) eingesetzt, erhilt man folgende
linearen Differentialgleichungen fiir die Amplituden

DIMENSIONIERTE FORM DIMENSIONSLOSE FORM
d¥ /dt = - ¥ v (n/H)*(1+a2) + ) (gee/(1+a2))a(n/H)" dX/dt=-0X +oY (3d)
d8,/dt=+¥ (AT/H)an/H + 6 x(n/Hy}(1+a?) dy/dr=+X  -Y

nach Division durch x(mt/H)*(1+a%) und Multiplikation der oberen und unteren Gleichung mit a/{v2(1+#a )x} bzw.
rnt/(ATv2), Einfuhrung der relativen Rayleigh-Zahl r=Ra/Ra_ mit Ra_=mn*(1+a%)*/a?, macht die Variablen des Systems
dimensionslos. Damit wird aus der Zeit T =tx(n/H)*(1+a?), der Stromfunktion X =¥ ,a/{v2k(1+a%)} und der Tempe-
ratur Y =0,rn/(A Tv2). Diese Darstellung (Glg. 3d) der linearen Konvektionsrolle nahe dem kritischen Punkt legt den
Grundstein fiir das Lorenz-Modell: Die Konvektionsrolle und ihre zeitliche Entwicklung, urspriinglich dargestellt als
Stromfunktion und Temperatur-Anomalie Y,(x,z;t) = ¥ (Osin(nax/H)sin(nzH), und 0 (x,zt)
=0,(tHcos(nax/H)sin(nz/H), wird abgebildet auf Orte X=(X,Y) und Trajektorien X(X,,t) im (X,Y)-Phasenraum. Dort
wird die Dynamik von einem System autonomer gewdhnlicher Differentialgleichungen (Glg. 3d) beschrieben, das
analog der Kinematik von Strémungen nahe einem ruhenden Grundzustand interpretiert und durch einen Exponential-
Ansatz gel6st werden kann.



Die Losungen des linearen Systems charakterisieren die Stabilitit des gestorten Grundzustandes, der Fixpunkt (d/dt=0)
der linearen oder Storungsgleichungen (Glg. 3d) ist. Er liegt im 'Ursprung' und représentiert das ruhende Fluid:

URSPRUNG: C,=(X,Y)=(0,0)

Stérungen eines Grundzustandes werden (in einem linearen System) von der Dynamik der Losungstrajektorien X(X,, 1)
beliebiger Anfangswerte X, beschrieben. Man erhilt sie mit einem Exponential-Ansatz X(t)=X exp(At), der zum
Eigenwertproblem |J-AI|=0 und den Eigenwerten A der Jacobi-Matrix J des Systems fithrt. Selten werden die dazu
gehorenden Eigenvektoren analysiert, die die asymptotischen Hauptrichtungen des Lsungsflusses anzeigen. Wiahrend
lineare Systeme (wie Glg. 3d) dadurch global erfalt werden, gelten die Aussagen fiir nichtlineare Systeme nur lokal in
einer nahen Umgebung eines (hyperbolischen) Ortes. Bei der Jacobi-Matrix zu (Glg. 3d)

(dx/dt), (dx/dt), -0 ©

J = =
(dy/dt), (dy/dt), r -1

interessieren die Real- und Imaginirteile der Eigenwerte, ReA #0 und ImA und deren Abhéngigkeit von der relativen
Rayleigh-Zahl r (bei festem 0=10). Das charakteristische Polynom hat immer eine negative reelle Wurzel (Eigenwert):

P(L) =A2+(0+1)A-0(r-1) = 0, wobei A, , =-Y4(0+1) £{%(0+1)* + o (r-1)}'2

Mit systematisch von r=0 anwachsendem parametrischen Antrieb 4ndert sich die Struktur des Systems bei r=1, wenn
ein Eigenwert die imaginére Achse kreuzt, also von zwei negativen reellen Eigenwerten einer positiv wird. Damit
andert sich der Fluf} der Lésungen vom stabilen Knoten zum instabilen Sattel, also von der 'stabilen' Konduktion im
ruhenden System zur exponentiell anwachsenden Stérung bei einsetzender 'instabiler' Konvektion:

O<r<1: A,,<0: Konduktion, stabiler Knoten, exponentiell abklingend,
r=1:. A=0,1,<0: ein Eigenwert kreuzt die imaginére Achse,
r>r=1: 1>0, A,<0: Konvektion, instabiler Sattel, exponentiell wachsend.

Um den FluB von Losungstrajektorien X(X,,t) im Phasenraum zu charakterisieren - lokal bei nichtlinearen Systemen
und global bei linearen - reicht oft diese Art einer 'qualitativen Dynamik' aus, wie sie vom Eigenwertproblem des
dynamischen Systems beschrieben wird. Hiermit sind die Grenzen des linearen Modells erreicht, obgleich sich noch
Anfangswert-Probleme etc. analysieren lassen. Denn mit einsetzender Konvektionsbewegung tritt Advektion auf und
damit Wechselwirkungen zwischen dem Stromfunktion- und Temperatur-Mode, wie sie der Jacobi-Operator J(§,0)
im nichtlinearen System (3) représentiert. Solche Wechselwirkungen oder Nichtlinearitéiten sind in einem linearisierten
Modell nicht vorhanden und sollen deshalb im néchsten Schritt beriicksichtigt werden.

2.5 NICHTLINEARES SYSTEM: MIT DER SPEKTRAL-TRANSFORMATION ZUM LORENZ-MODELL

Der Einfluf} nichtlinearer Vorgéinge auf die Dynamik des konvektiven Systems soll in einer ersten Ndherung untersucht
werden. Dazu wird ein Satz gewohnlicher Differentialgleichungen hergeleitet, um eine analytisch/numerische Analyse
zu ermoglichen. In der Herleitung folgt man meist einem Rezept, das fir den Bau einfacher niedrig-dimensionaler (low
order) nichtlinearer Modelle angewendet wird (Ghil und Childress 1987). Die Konstruktion erfolgt in drei Schritten:
(1) Auswahl und Vereinfachung des geeigneten Gleichungsystems (hier: Boussinesq-System und Rollen-Konvektion),
(2) die spektrale Transformation des nichtlinearen partiellen Differentialgleichungssystems in ein System autonomer
gewohnlicher Differentialgleichungen und (3) durch Beschrankung auf nur wenige 'Moden' ein analysierbares nicht-
lineares Modell niedriger Ordnung zu erhalten: Hier ist es das klassische Modell der Rollen-Konvektion (Saltzman
1962, Lorenz 1963).

ERSTER SCHRITT (BEWEGUNGSGLEICHUNGEN UND VEREINFACHUNG DER DYNAMIK): Das System
partieller Differentialgleichungen, das die Dynamik von Stromungen beschreibt, sollte relativ einfach sein und die
wesentliche Physik enthalten. Hier ist es die Boussinesq-Approximation der dynamischen Grundgleichungen fiir kon-
vektive Strémungen. Weite wird die Dynamik auf zwei Dimensionen reduziert und nur Konvektions-Rollen parallel zur
y-Richtung zugelassen. Diese Strémung wird von der Vorticity-Gleichung und dem ersten Hauptsatz (2) vollstindig
beschrieben.

ZWEITER SCHRITT (UMFORMUNG IN SPEKTRALFORM): Das dynamische System partieller Differenti-
algleichungen wird in einen Satz gewohnlicher autonomer Differentialgleichungen transformiert: Felder und ihre
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zeitliche Entwicklung werden damit auf Punkte und Trajektorien im Phasenraum abgebildet. Dazu werden die Terme
der partiellen Differentialgleichungen in Reihen von (vorzugsweise abzihlbaren k=1,2,...) Orthonormalfunktionen F,
entwickelt. Diese Funktionen sind tiblicherweise die Eigenfunktionen des Laplace-Operators im Integrationsgebiet, die
den Randbedingungen geniigen. Die F, sind damit Lésungen der Helmholtz-Gleichung, V?F = AF. Mit einem Ansatz
fur Yx,z,H)= o Z"' X (OF(x,2) = X,F, und entsprechend fur 8(x,z,t) erhilt man (nach Einsetzen, Multiplikation mit der
entsprechenden Eigenfunktion und Integration) ein System gewohnlicher autonomer Differentialgleichungen fiir die
zeitliche Entwicklung der Amplituden X=X(t) mit Wechselwirkungs-Koeffizienten und parametrischer Anregung,

8,0
dX/dt= X, 3,,X, X, + Z, b, X, oder dX/dt=V(X).

DRITTER SCHRITT (TRUNCATION UND MODELL-BAU): Der letzte Schritt besteht aus dem geeigneten
Abhacken (truncation) der unendlichen Funktionen-Reihe und in der Wahl geeigneter Moden, um ein endliches System
gewohnlicher Differentialgleichungen zu erhalten. Die Grenze des "Abhackens" wird durch den Kompromifl zwischen
zwei sich widersprechender Forderungen bestimmt: Losungsvielfalt und ausreichende Darstellung der Physik - Zugang-
lichkeit und Verstehen der Losungen. So hofft man, da3 Systeme von relativ geringer Ordnung (und relativ wenigen
Basisfunktionen) zumindest qualitativ wesentliche Strukturen des Phianomens widerspiegeln. Nun sind mindestens drei
Moden in einem zeitkonunuierlichen System notwendig, um deterministisches Chaos zu erzeugen. Um diese drei
Moden zu bestimmen, wird hier ein direkter Weg beschritten; er kann allgemein zur Auswahl geeigneter Moden und
auch zur Konstruktion anderer niedrig-dimensionaler nichtlinearer Systeme angewandt werden, wenn sie die Dynamik
in der Nachbarschaft von Instabilititen eines linearen Modells beschreiben sollen.

LORENZ GLEICHUNGEN: Im nichtlinearen System (3) entwickeln sich die beiden Amplituden der zur
Konvektionsrolle gehdrenden Stromlinien- und Temperatur-Moden, ¥,(x,z,t) und 6, (x,z,t), nicht mehr jede fiir sich
exponentiell wachsend, sondern in Wechselwirkung miteinander. Diese Wechselwirkung wird verursacht durch ihre
raumlichen Eigenfunktionen F (1,1)=sin(nax/H)sin(nz/H), F,(1,1)=cos(nax/H)sin(nz/H) in den Advektionstermen.
Eingesetzt in Vorticity- und Temperatur-Gleichung erhilt man:

VORTICITY: 1. HAUPTSATZ:

oV )lot = -0 /ot)(1+a®)(n/H)’F, 00,/6t = (08,/0t)F,

I, V) =0 J(¥,.9) =%(0,¥ )a(n/H)’sin(2nz/H)
8.(06,/0x) =-8,gaa(n/HF, (ATH)(©0y/ox) =¥, (aATH)(n/H)F,
vV, =+¥, v(1+a?)*(n/H)F, kV?0, =-0, k(1+a®)(n/H)F,.

Es zeigt sich, daB ein neuer zusétzlicher Mode nicht durch die Vorticity-Advektion, J(§,,V2{,) , sondern nur durch die
Temperatur-Advektion J(§,,0,) angeregt wird; das heifit, durch die nichtlineare Wechselwirkung der Vorticity- und
Temperatur-Mode mit den Eigenfunktionen F (1,1) und F,(1,1). Dieser neue Mode ergénzt die beiden urspriinglichen
Moden y,,0, des linearen Modells (3d: Grundstein des Lorenz-Systems) zu einem Satz von insgesamt drei Moden
¥,,0,,0,, dem angestrebten Ziel:

ZWEITER TEMPERATUR-MODE: 0,(x,z,t) = 8,(t) F,(0,2),

wobei die raumliche Eigenfunktion F,(0,2)=sin(2nz/H) ist; 0, charakterisiert eine Anomalie des vertikalen Temperatur-
Profils. Dieser Mode ist horizontal homogen; er besitzt, wegen der vertikalen Wellenzahl 2, oben und unten
unterschiedliches Vorzeichen und charakterisiert Anderungen der Schichtung (FIGUR-3). Er beeinfluBt die zeitliche
Entwicklung des Systems iiber 60/6t. Wegen der erwiinschten Wellenzahl-Begrenzung (hier auf maximal zwei) sollen
weitere Wechselwirkungen und damit weitere Anregungen hoherer Moden wegfallen. Das bedeutet, daf die
zusitzliche Funktion F,(1,3)= cos(nax/H)sin(3nz/H), die aus der Wechselwirkung der Moden g und,0 in der
temperatur-Advektion resultiert, vernachlassigt wird:

J($,,8,) = (¥ 8 )a(n/HY[F, +cos(nax/H)sin(3nz/H)] = (¥,8,)a(n/H)F,.

Nun kénnen die endlichen Funktions-Reihen fur die Stromfunktion (oder Vorticity) und Temperatur-Anomalie, y=y,...
und 0=0,+40,..., in die Vorticity- und thermische Energie-Gleichung des Boussinesq-approximierten Systems (3)
eingefithrt werden. Das heifit, das dynamische System besitzt eine Vorticity- oder Stromfunktion-Mode §, und zwei
Temperatur-Moden 0,,0,. Damit erhalt man direkt (und ohne numerische Experimente mit allen sonst noch in Frage
kommenden Moden) den von Saltzman (1962) aufgestellten und von Lorenz (1963) analysierten Satz autonomer
gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die zeitlich veranderlichen Amplituden ¥ (t), 8,(t),8,(t). Das niedrigdimen-
sionale Modell beschreibt in erster Naherung die nichtlineare Konvektions-Dynamik nahe dem kritischen Punkt:
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FIGUR-3: Die Moden der Stromfunktion und Temperatur-Anomalie, §,(k=1,m=1), 8,(k=1,m=1) und 6,(k=0,m=2)
in Form der daran beteiligten horizontalen und vertikalen Wellen und in rdumlicher Zusammensetzung.

AMPLITUDEN: - LINEARES MODELL------- @
Stromfunktion (1,1) dX/dt = -0X +oY
Temperatur (1,1) dY/dr = -Y +rX -XZ
Schichtung (0,2) dZ/dv =-bZ +XY
Dampfung parametr. nichtlineare
Anregung Wechselwirkung

Neben den im linearen Modell (3d) eingefithrten dimensionslosen Variablen kommt hier noch ein Koeffizient
b=4/(1+a*) und die Variable Z=0,nr/AT hinzu. Das Modell ist keine vollstindige Approximation des
Konvektionsproblems, es besitzt jedoch zahlreiche und interessante Strukturen. In dem von den dimensionslosen
Amplituden (X,Y,Z) aufgespannten Phasen-Raum wird die zeitlich-raumliche Entwicklung der Moden ¢,,0,,0, als
Trajektorie dargestellt, X(X,,t) mit X(t)=[X(1),Y(7),Z(7)]:

PHASENRAUM- UND FELD-DARSTELLUNG: Die klassische Parameter-Konstellation firr die Darstellung des
chaotischen Attraktors ist 0=10, r=28, b=8/3. Dann beobachtet man die Trajektorie, wie sie um zwei
'Schmetterlingsfliigel kreist; das heif3t, die Integralkurven X(v) verhalten sich wie zwei Oszillatoren, die erst um einen
und dann um den anderen Flugel 'spiralen’ und scheinbar zufillig umklappen. In Figur-4 sind eine Phasenraum-
Trajektorie X(t) und ihre physikalische Reprasentation ['¥,()F,,8,(D)F,,0,(t)F,] zu drei verschiedenen Zeitpunkten
dargestellt: Die {-Rolle (X- oder ¥ ,-Komponente) 4ndert ihren Drehsinn (die Phasenraum-Trajektorie wechselt den
Flugel) nachdem sie geniigend 'Wirme' oder 'Kilte' (Y- oder 8,-Komponente) aufwirts bzw. abwirts transportiert hat
(Korrelation mit der X- oder ¥,-Komponente) und damit zur Anderung der vertikalen Schichtung (Z- oder 6,-Kom-
ponente) beigetragen hat. Diese Schichtungs-Anderung fithrt zur Anderung der Stabilitit in dem aufwiirts gerichteten
Ast (er wird stabiler, da oben wirmer), so dal eine Umkehrung der Rollen-Bewegung einsetzen kann. Die beiden
Schmetterlingsfliigel reprasentieren jeweils ein Typ oder Regime von Rollenbewegung. Die Z-Achse (8,-Komponente
oder Schichtung) ist immer positiv, nur ist der Wert mal kleiner mal gréfer.

3 STRUKTURELLE STABILITAT UND EIN WEG INS CHAOS

Die qualitative Struktur und damit auch die Stabilitit eines dynamischen Systems werden in der unmittelbaren
Umgebung von 'Ausnahme-Trajektorien’, wie z.B. Fixpunkten, ermittelt. Diese Analyse 148t sich geometrisch veran-
schaulichen, wenn man die Dynamik des Lorenz-Systems als Geschwindigkeitsfeld V(X) im Phasenraum (X,Y,Z)
interpretiert:

dX/dt = V(X).
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FIGUR-4: Phasenraum (nur X,Y-Koordinaten) und Raum der physikalischen Variablen Stromfunktion {(x,z,t) und
Temperatur-Storung 6(x,z,t). Den Orten im Phasenraum (dicker Punkt, oben) entsprechen die dazu gehérenden

Stromlinien- und Temperatur-Felder (unten).
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STABILITAT: Die Stabilitéit einer Losung, X(t)=[X(t),Y(t),Z(t)], wird im (X,Y,Z)-Raum tber das Verhalten einer
Nachbarlosung X(t)+8 X (t) mit dem Storungs-Vektor 3X(t) definiert. Nach Taylor-Entwicklung wird so Stabilitat lokal
(in der unmittelbaren Umgebung der Ausnahme-Trajektorie) durch ein System gewohnlicher linearer Differentialglei-
chungen charakterisiert:

d8X/dt = V(X(0) +V(X)/X[xdX (1) +O(8X)+... -V(X(1))
= (VX OXM +..  =J{X} 8X(),

wobei J{X}=0V (X)/0X|x=(0v/0x)lx die Jacobi-Matrix am Ort X darstellt. Damit reduziert sich das Stabilitatsproblem
auf die Analyse der Losung von 8 X(t) und der Eigenwerte/Eigenvektoren der Jacobi-Matrix J(X). Das Spektrum der
Eigenwerte oder lokalen charakteristischen Exponenten beschreibt die lineare Dynamik (des Flusses) in der nahen
Umgebung von X.

SPEKTRUM DER LYAPUNOV-EXPONENTEN: Nach der Stabilititsanalyse an festen Orten X (zum Beispiel von
stationdren Losungen) muf} die Stabilitit beliebiger quasi-periodischer und chaotischer Losungen betrachtet werden.
Dies geschieht mit Hilfe des Spektrums von Lyapunov-Exponenten, einer Verallgemeinerung der charakteristischen
Exponenten (oder der Eigenwerte, z.B. Parker und Chua 1989)). Zum zeitkontinuierlichen dynamischen System
dX/dt=V(X) samt einer Losungstrajektorie X(X,,t) mit Anfangswert X, =X(X .t ) gehort ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen (Variations-Gleichung), dM(X,t)/dt= J{X(X,,t) }M(X,,t) samt Anfangswert M(X,t.)=I. Mit
diesem System ver#ndert sich ein anfinglich orthogonaler Satz von Stérungsvektoren unter EinfluB der zeitvariablen
Jacobi-Matrix J{X(X,)}, die auch als Zustandsiibergangsmatrix (oder Tangenten-Abbildung, tangent map)
interpretiert werden kann: dX(t)=MdX(t,). Die Eigenwerte m(t) der Losung der Variations-Gleichung, M(X .t),
fihren zum Spektrum der Lyapunov-Exponenten:

A= clim{(tHInjmy(b)]}-

Die Exponenten kénnen nach unterschiedlichen Methoden berechnet werden (z.B. Eckmann und Ruelle 1985, Parker
und Chua 1989). Thr Spektrum klassifiziert Attraktoren global (ANHANG): Bei chaotischen dissipativen Systemen
muf} (a) ihre Summe negativ sein, d.h. das Phasenvolumen mufl schrumpfen, (b) ein Lyapunov-Exponent muf}
verschwinden (entlang der Trajektorien-Richtung), (c) mindestens einer muB positiv sein wegen interner Instabilititen.

STRUKTURELLE STABILITAT: Neben der Stabilitit bei zeitlicher Entwicklung wird strukturelle Stabilitit eines
dynamischen Systems im Parameter-Raum analysiert: dX/dt=V(X,p). Externe Parameter p konnen als langsame Varia-
ble verstanden werden, die als Randbedingungen die qualitative Struktur der zeitlichen Evolution bestimmen. Struktu-
relle Stabilitéit bedeutet, daB} kleine Parameter-Anderungen die topologische Struktur des Attraktors invariant lassen.
Instabilititen treten an Bifurkations- (Verzweigungs-) Punkten auf, an denen eine qualitative Anderung des Flusses
stattfindet. Elementare Katastrophen, zum Beispiel, sind klassifizierbare Bifurkationen in einem Gradient-System, das
nur wenige externe Parameter besitzt. Im folgenden sollen stichwortartig erste Ergebnisse einer Stabilitéits-Analyse des
Lorenz-Attraktors aufgezeigt werden.

STATIONARE LOSUNGEN UND STABILITATSANALYSE (FIGUR-5a-c): Stationire Losungen oder Fixpunkte
sind eine Art von Ausnahme-Trajektorien. Die Gleichgewichtsbedingung (d/dt=0, index e) fuhrt zur kubischen
Gleichung, X_?+b(1-r)X, =0, mit drei Losungen: einen 'Ursprung' und zwei 'Augen’. Die Lésung im 'Ursprung’ existiert
stets; sie stellt das ruhende Fluid dar. Die 'Augen' existieren erst, wenn Konvektion einsetzt, =Ra/Ra>1, also die
kritische Rayleigh-Zahl iiberschritten wird (z.B. Sparrow 1982, Lorenz 1963, Ott 1993):

URSPRUNG: C,=(X,Y,Z),=(0,0,0) und
AUGEN: C,y={£[b(r-1)]"2 £ [b(r-1)]"r-1}.

Die Stabilitéitsanalyse erfolgt mit Hilfe des Systems linearer Differentialgleichungen, die den Fluf in der Umgebung von
Orten im Phasenraum, (X,Y,Z),, wie zum Beispiel die Ausnahme-Trajektorie, bestimmen. Dazu dienen die Eigenwerte
A der Jacobi-Matrix J:
-0 ag 0
J=|r"2, -1 -X,
Y, X, -b

Das Eigenwert-Problem, |J-AI|=0, fithrt zum charakteristischen Polynom:

P(A)=a,A* +a A’ +a,A +a,=0, ©)

71



10 -
k Im(lp Lz’ l'3)
0 b e
E Re(kz)
-10 .
3 R(A
-20 *9
0 10 r 20 30
Im(ll) _____________
Ny mey
\
>'\T Re(k‘, 12)
_____________________ Im(1,)
Re(1,)
0 0 20 30
C
45 1 1 1 1 1 1 1 L 1 45 1 1 1 1 L 1 1
404 40:
354 354
304 304
254 25:
204 R 20:
N 15 \\ 154
10- N 104
- \\ 4
54 ; Y 54
- :. \‘ e
04 ) 04
.' ;
ae| r=0,5 5
‘10 T T T T T T v T Y T T T v T Y T v T T - C T T Y T Y T Y T T T T T
-25 -20 -15 -10 -5 O 5 10 15 20 25 -25 -20 -15 -10 -5 O
X X

72




e r=28

225 20 -15-10 -5 0 5 10 15 20 25

X

FIGUR-S: Eigenwerte der Jacobi-Matrix an den stationéren Punkten des Lorenz-Systems: (a) im Ursprung und (b) an
den beiden 'Augen' in Abhingigkeit vom Parameter r (Rayleigh-Zahl). Die Realteile der Eigenwerte sind durch-
gezogene Linien, Imaginarteile gestrichelt. (c) Losungsstrukturen des Lorenz-Systems in Abhéngigkeit vom Parameter
r: (a) =0.5, (b) r=10, (c) =28, vergleiche vertikale Linien in Figur 5a.

mit a;=1, a,=(1+0+b), a,=0 (1+b-r+Z )+b+X ?, a,=0(b+X 2-rb+bZ +X,Y,). Die Analyse der Eigenwerte A, ihr Real-
und Imaginirteil ReA #0 und ImA, und ihre Abhéngigkeit von der Parameter-Anregung (Rayleigh-Zahl r) bei festem
b=8/3 und 0=10 (FIGUR-S) fuihrt zur qualitativen Beschreibung der lokalen Phasenraum-Dynamik in der Nihe der
Fixpunkte C, ,, des Lorenz-Modells.

'"URSPRUNG' C,=(0,0,0): Das charakteristische Polynom an diesem Fixpunkt,
P(X) = (A+b)(A*+(0+1)A-0(r-1)) =0, (5a)

hat immer eine negative reelle Wurzel A,=-b<0; der dazu gehorende Eigenvektor zeigt entlang der Z-Achse. Die
anderen Eigenwerte, A, ,, sind bereits beim linearen Modell im 2-dimensionalen (X,Y)-Phasenraum diskutiert worden.

'AUGEN' C,, ={xv(b(r-1)),2v(b(r-1)),r-1}: Sie existieren erst ab r>1. Das charakteristische Polynom (5) hat von der
Rayleigh-Zahl r abhingige Wurzeln:

P(A) = A* + (0+1+b)A% + (ob+rb)A + a[2b(1-1)] =0. (5b)
Es ermoglicht Aussagen iiber die qualitative Dynamik in der nahen Umgebung der 'Augen’ (siche FIGUR-S):

r=1: A, =0; A, =-(0+1), A; =-b, da A* +A(0+1+b) -b(a+1) =0.

r,<r<r;: ReA, ,<0 von A, , konjugiert komplex, A,<0 reell Nach Routh-Hurwitz: D,=a,>0, D,=a,a,-2,>0,
D,=a,=2bo(r-1)>0 fiirr r>1.
'Augen' sind asymptotisch stabile Fixpunkte: Fluid rotiert dort mit konstanter Vorticity ohne
Temperaturianderung, Anfangswert bestimmt Vorzeichen.

r=r, = 24.74 ReA,,=0 mit A, ,=+iva,, A,=-a,<0.
D,=0 gibt r,=0(3+b+0)/(0-1-b)= 24,74.
D,=0 ~ a,3,=a;, A’+A%,+1"'a,+a,a, =(A;-))(A +iVay)(A,-1Va,) =0.

rr,: ReA, ,>0: 'Augen' sind instabile Fixpunkte (Sattelstrudel).
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Im Parameter-Bereich r>r, bewegen sich die Losungs-Trajektorien auf einem seltsamen Attraktor (ANHANG, z.B.
Schuster 1989, Tsonis 1992). Er kennzeichnet chaotische Dynamik oder sensitive Abhingigkeit von
Anfangsbedingungen. Die Rollen-Konvektion wird von Vorticity- und Temperatur-Feldern geprigt, die irregulér ihre
Intensitéit und ihr Vorzeichen dndemn; im Phasenraum zeigt der Sattel-Strudel oszillatorisches Aufschaukeln. - Weitere
Erh6hung der parametrischen Anregung veréndert die Strukturen im Lorenz-System. Sie sind jedoch nur mit globalen
Mallen, z.B. dem Spektrum der Lyapunov-Exponenten, zu analysieren, da lokale lineare Ansitze nicht ausreichend
sind.

SPEKTRUM DER LYAPUNOV-EXPONENTEN: Das Phasenraum- Volumen konvergiert beim Lorenz-Attraktor, da
divV<0, und damit ist die Summe tiber das Spektrum der Lyapunov-Exponenten negativ:

A #A A, = divV = div(dX/dt) = -(0+b+1)<0.

Das heifit, das Lorenz-System ist dissipativ und der Attraktor nimmt ein sogenanntes Null-Volumen innerhalb des 3-
dimensionalen Phasenraumes ein, also 0-dim. Punkte, 1-dim. Grenzzyklen, 2-dim. Flichen, Tori oder Fraktale (z.B.
Tsonis 1992) der Dimension <3, auf denen sich die Lésungen nach 'vergessenen' Anfangsbedingungen bewegen. Da
ein weiterer Lyapunov-Exponent in chaotischen Systemen verschwindet, reicht es beim Lorenz-Attraktor aus, den
grofBten Lyapunov Exponenten, A, zu bestimmen, um das ganze Spektrum zu erhalten: A =4, >0,,A =0, A =-
(o+b+1)-A . (FIGUR-6a). Ist A, =0, so treten Grenzzyklen auf, wie es in verschiedenen Bandern der relativen
Rayleigh-Zahl der Fall ist (FIGUR-6b). Man kann so weitere Strukturen aus dem Lyapunov-Spektrum ermitteln:

3.5 T T T T T T T T T
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FIGURE-6: (2) Maximaler Lyapunov-Exponent in bits/Zeiteinheit in Abhéngigkeit von der relativen Rayleigh-Zahl
r. (b) Losungstrajektorie (Grenzzyklus) im Fenster von r=93.



r,<r<ry = 145  chaotischer Attraktor mit periodischen Fenstern (FIGUR-6b),
r;<r<r, = 166 stabiler Grenzzyklus mit Perioden-Verdopplung und Band-Aufspaltung
r,<r<rg = 235  chaotischer Attraktor mit periodischen Fenstern.

WEGE INS CHAOS: Die qualitative Struktur-Anderung der Attraktoren unterschiedlicher dynamischer Systeme (von
Fixpunkten bis hin zu seltsamen Attraktoren) fithrt mit wachsender parametrischer Anregung auf unterschiedlichen
Wegen ins Chaos (z.B. Loistl und Betz 1994, Jetschke 1989, Schuster 1989); Bifurkations- und Regime-Diagramme
veranschaulichen diese Wege, die vom jeweiligen dynamischen System abhangen. Sie alle starten bei einem Fixpunkt
und gehen dann mit wachsender Parameteranregung tber in einen Grenzzyklus. Von da ab koénnen sie sich
unterscheiden. Oft findet man folgende Wege (routes to chaos):

Perioden-Verdopplung (Feigenbaum): Periodenverdopplung ~ Chaos
Hopf-Bifurkation (Ruelle, Takens, Newhouse): Torus ~ Chaos
Intermittenz (Pomeau, Manneville): Intermittenz - Chaos.

Fur die unmittelbare meteorologische Anwendung sind solche Wege ins Chaos selten relevant. Fiir die Probleme der
Vorhersagbarkeit aber zeigt sich, daB der seltsame Lorenz-Attraktor qualitative Ahnlichkeit mit der groBraumigen
Zirkulation aufweist, da er Regime-Struktur besitzt und die Vorhersagbarkeit im Phasenraum variiert. Deshalb wird die
Analyse des Lorenz-Attraktors auf dem Gebiet der Vorhersagbarkeit fortgesetzt.

4. VORHERSAGBARKEIT, CHAOS UND BACKER-TRANSFORMATION

Wird eine 'Surrogat'-Atmosphire von demselben dynamischen System simuliert und (ohne systematischen Fehler)
prognostiziert, so filhrt das zur theoretischen - im Vergleich zur praktischen - Vorhersagbarkeit. Theoretische
Vorhersagbarkeit charakterisiert also die Statistik der Prognose-Fehler eines perfekten Modells. Um eine Statistik von
Prognose-Fehlern zu erhalten, werden Vorhersagbarkeits-Experimente wie folgt durchgefithrt. In einer perfekten
Modell-Umgebung ist der 'wahre' Anfangswert, X,=X(t,), bekannt; der Anfangsfehler |8 X,|=|8X(t,)| zur Zeit t, wird
vorgegeben, ist klein und soll, vom gewihlten Modell-Anfangswert, X,+3X,, aus gesehen, in unterschiedlichen Rich-
tungen im Phasenraum liegen. Dann entwickeln sich das 'wahre Wetter' oder die Verifikation und die Prognose auf zwei
Trajektorien des Systems: X(X;t) und X(X,+6X;t); ihr Abstand ist ein MaB fur den Prognose-Fehler. Eine Analyse
der Vorhersagbarkeit versucht, (nichtlineare) Strukturen aus der Fehler-Statistik zu bestimmen. Prognose-Fehler, das
heif}t, Abstéinde zwischen Prognose- und Verifikations-Trajektorien, sind abhingig von Anfangswerten und dndern sich
mit wachsendem Vorhersage-Intervall t=At; sie beschreiben das Wachstum oder Schrumpfen von Stérungen; sie
werden durch dynamische Instabilititen verursacht, so wie das Wachstum einer kleinen Stérung (in einem perfekten
Modell) dem eines kleinen unbekannten Fehlers in einer perfekt modellierten Atmosphire entspricht. Das heift: Die
begrenzte Vorhersagbarkeit des Wetters beruht auf dem ungenauen Anfangsfeld und den internen Instabilitéiten des Sy-
stems; eine Analyse von Prognose-Fehlem ist damit auch angewandte 'Stérungs-Theorie'. Dazu kommen bei der realen
Wetterprognose die systematischen Modell-Fehler.

EIN VORHERSAGBARKEITS-EXPERIMENT IM LORENZ-MODELL: Startet man Vorhersagen im Lorenz-System
mit Anfangsbedingungen X(t,), die gleichméfBig im Phasenraum verteilt sind, so beobachtet man fir die anfinglich
gleichgrofien Fehler, dX(t,), die den Anfangswerten zugeschlagen wurden, daf3 sie wachsen aber auch schrumpfen
koénnen. Das heiflt, das Ereignis der Fehlerverdopplung, |6 X(t,+T,)|=2|8 X(t,)|, das zu einer Zeit T, stattfindet, findet
man nur in besonderen Bereichen des gesamten Phasenraumes, wihrend andere Bereiche besser vorhersagbar sein
konnen (FIGUR-7a,b).

ANALYTISCHE BESCHREIBUNG: Das charakteristische Polynom zur Jacobi-Matrix liefert die Eigenwerte, und das
Routh-Hurwitz Kriterium (ANHANG) fithrt zu einer Aussage iiber das Vorzeichen ihrer Realteile und damit tber das
lokale Anwachsen/Abklingen von Storungen an allen Orten des Phasenraums, ohne die Eigenwerte explizit zu
berechnen. Dazu wird das charakteristische Polynom (5)

P(L) =ayA> + A%, + Aa, +a,=0,
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FIGUR 7a-c: Anfangszustinde (Projektion in die (X,Y)-Ebene) fiir die Durchfithrung des Vorhersage-Experimentes
(2) und die entsprechende Lage dieser Zustinde nach der Zeit T, der Fehler-Verdopplungszeit. (c) Lage der Fliache
Z(X.Y), die den drei-dimensionalen Phasenraum des Lorenz-Modells in ein Gebiet mit positiven (Fehler-Wachstum)
und negativen (Fehler-Schrumpfen) Wachstumsraten teilt.

mit a,=1, a,=1+0+b, 3 =0 (1+b-r+Z)+b+X? g =0 (b+X?-rb+bZ+XY) im Phasenraum weiter analysiert. Nach dem
Routh-Hurwitz Kriterium ergeben sich die Bedingungen, nach denen die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix
negativ sind: ReA;<0. Danach haben alle Wurzeln von P(A)=0 genau dann negative Realteile, wenn folgende
Ungleichungen fiir die Koeffizienten gelten, vorausgesetzt D,=a;=1>0: D,=a,a,-a,>0 und D,=a,>0. Das fithrt zu zwei
Flachen im (X,Y,Z)-Phasenraum, die explizit dargestellt werden kénnen, wenn man die beiden Bedingungen D,,D,>0
nach Z, ,(X,Y) auflost. Sie sind in einem Gebiet (X,Y,Z*) erfullt, in dem Z*>Z, und Z*>Z, gilt. Dieser Bereich liegt
oberhalb der min(Z*)-Fliche, die in FIGUR-7¢ dargestellt ist. Es zeigt sich, daf} bei fast jedem 'orbit' um eines der
Augen die Trajektorie das (ReA,<0)-Gebiet oberhalb der Flache und das (ReA>0)-Gebiet darunter passiert. Im Gebiet
(Z*,X,Y) mit ReA <0, schrumpfen Umgebungen von Trajektorien, darunter expandieren sie (ReA>0). Damit ist der
Lorenz-Attraktor zweigeteilt in einen gut vorhersagbaren stabilen Bereich, in dem Fehler schrumpfen, und ein schlecht
vorhersagbares Regime, bei dem interne Instabilitdten (ReA>0) mit exponentiellem Wachstum kleiner Stérungen die
Ursache der Nichtvorhersagbarkeit sind, wenn ein unvermeidbarer Anfangsfehler vorliegt.



BACKER-TRANSFORMATION UND CHAOS: Dieses abwechselnde Falten (oder Schrumpfen) und Strecken ist ein
bekannter Generator von Chaos. Anschaulich zeigt das die zeitlich diskrete Béacker-Abbildung: jeder Zeitschritt (Itera-
tion) entspricht einem Ausrollen oder Strecken eines Brot-Teiges auf seine doppelte Linge und einem anschliefenden
Zusammenfalten oder Schrumpfen, wobei mit wachsenden Iterationen der Ort eines Punktes im Teig immer schwieriger
zu prognostizieren ist. Die Faltungs- und die Streckungsgebiete konnen im kontinuierlichen Lorenz-System explizit
angegeben werden, wie sie nacheinander von den Losungstrajektorien im Phasenraum durchlaufen werden, und zwar
bei jeder Umkreisung (Orbit) eines der 'Attraktorflugel'. Viele niedrig-dimensionale chaotische Systeme zeigen im
Chaos solche Trennflachen zwischen Strecken und Schrumpfen.

5 AUSBLICK

Das Lorenz-System (Sektion 2) enthalt zahlreiche qualitative Ahnlichkeiten mit der groBraumigen Zirkulation der
Atmosphére. Eine dieser Ahnlichkeiten besteht darin, daB eine Regime-Struktur (Sektion 3) vorhanden ist, die andere
liegt in der Variabilitit der Vorhersagbarkeit auf dem seltsamen Attraktor (Sektion 4). Aus diesem Grund bilden
niedrig-dimensionale Systeme mit chaotischem Attraktor eine Art konzeptionelles Modell fiir theoretische
Vorhersagbarkeit, Ensemble Prognosen etc. (z.B. Palmer 1993a,b;, Ziechmann et al. 1995). Mit Hilfe dieser
konzeptionellen Ansitze konnen geeignete Vorhersagbarkeits-Experimente mit komplexen Wetter- und Klima-
Modellen entworfen und interpretiert werden. Konzept-Modelle zur theoretischen Vorhersagbarkeit miissen natirlich
noch erginzt werden von Konzept-Modellen zur praktischen Vorhersagbarkeit (Fraedrich und Ziehmann 1996); das
allerdings ist ein neues Thema.
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ANHANG:

ATTRAKTOREN: Ein Attraktor ist eine abgeschlossene, beschrinkte Punktmenge und invariant bzgl. des Flusses
("wenn einmal auf A, immer auf A"); es gibt eine Umgebung, die auf den Attraktor kontrahiert, Trajektorien auf dem
Attraktor kommen jedem Punkt beliebig nahe (wenn t-). Insbesondere ist ein seltsamer Attraktor durch die sensitive
Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen gekennzeichnet. Die Lyapunov-Exponenten fiir Attraktoren im 3-dimensio-
nalen Phasen-Raum sind in der Tabelle dargestellt; die dazu gehdrenden Zeitreihen der Variablen kann man qualitativ
sofort aufzeichnen ebenso wie den Fluf3 im Phasenraum.



TABELLE: Einige bekannte Attraktoren und die Vorzeichen des Spektrums der Lyapunov-Exponenten.

REGIME LYAPUNOV-EXPONENTEN
stabile Fixpunkte (=)

stabile Grenzzyklen ©,-,-)

stabile Tori (Uberlagerung (0,0,-)

inkommensurabler Frequenzen)
seltsamer Attraktor (+0,-)
ROUTH-HURWITZ-KRITERIUM: Die Eigenwerte A, einer Matrix J besitzen genau dann sdmtliche negative

Realteile, wenn fir die Koeffizienten a, des charakteristischen Polynoms, P(A) =g +a, A+ ... +a A", folgende
Determinanten-Ungleichungen gelten:

la, 1] la, 1 0 0 : 0l
a,=D>0; a,=D>0; | =D, >0, |2 a, a, 1 0 0 =Dy>0
|2, a,| |as a, A a, a 1|

Da a,=0 fur k>n kann D, durch D, ,a, ersetzt werden, so daB3 als letzte Bedingung gilt: a,>0.
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